Zur Stabilitat von geklebten und geklotzten Glassch eiben:
Beurteilung der Dunkerley schen Geraden zur Beulwer  tbestimmung

L. Neumann, A. Arnold, W. Hochhauser

Zusammenfassung

Mithilfe der jungen Hybridbauweise geklebter und geklotzter Holz-Glas-Verbundscheiben
kénnen heute vor allem Leichtbaukonstruktionen effizient ausgesteift werden. Der bisher
vornehmlich fullende Baustoff Glas wird durch ein neuartiges Konstruktionsprinzip zum
Horizontallastabtrag Uber glaserne Schubfelder und glaserne Druckdiagonalen
herangezogen - konventionelle AussteifungsmalRnahmen wie Windverbdnde werden
abkommlich. Der Stabilitatsnachweis der Glasscheibe, einer der wesentlichsten im Rahmen
der Bemessung aussteifender Holz-Glas-Verbundscheiben, bedingt die Kenntnis des
Beulwerts der Glastafel. Infolge der Uberlagerung zweier Tragmechanismen in einer Scheibe
sind auch die lasteinleitungsabhangigen Beulwerte zu superponieren. Dies kann
approximativ Uber die lineare Interaktionsbeziehung der Dunkerley-Geraden erfolgen, deren
Berechnungsunschérfe im ersten Hauptteil analysiert und bewertet wird. Im zweiten
Hauptabschnitt wird der Nachweis erbracht, dass dieses Naherungsverfahren fir
vorliegendes Problem stets eine Berechnungsmethode auf der sicheren Seite liefert. Bislang
war dies namlich nur stillschweigend als bekannt und ,klar* vorausgesetzt worden.

On the stability of glued and embedded glass panes:

Evaluation of the Dunkerley straight line for the c alculation of
buckling coefficients

Abstract

Lightweight structures can nowadays be stiffened efficiently by means of glued and
embedded timber-glass composite panes. So far, glass has been mainly a filling building
material. But a novel construction principle enables load transfer of horizontal forces via
vitreous shear areas and compression diagonals within the glass. Hence, conventional
stiffening methods such as wind bracings become dispensable. The glass panes stability
proof, one of the most important proofs within the sizing of stiffening timber-glass composite
panes, presupposes the identification of the glass panes buckling coefficient. Due to the
superposition of two bearing mechanisms within one pane, the buckling coefficients
depending on the way of load application have to be superimposed too. This can be carried
out approximatively via the linear interaction correlation of the Dunkerley straight line, whose
calculation inaccuracies are analyzed and evaluated in the first main chapter. In the second
main chapter it is proven that the Dunkerley straight line represents a conservative
calculation method for the present problem. So far, this fact was assumed to be known and
“obvious”, but a rigorous justification was missing.
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1 Einleitung

In der Architektur werden zunehmend transparente Bauteile eingesetzt, die als Zwei- oder
Dreifach-Isolierverglasungen von auf3en auf die Tragstruktur aufgebracht werden, um den
Energiegewinn aus Sonneneinstrahlung zu erhdhen. Aber auch im Innenausbau oder
modernen Biurobau kommen vermehrt gldserne Trennwdnde zum Einsatz. Die
zeitgendssische Architektur thematisiert die Entmaterialisierung - Transparenz und
Transluzenz stehen im Vordergrund, Ansichtsbreiten von Pfosten-Riegelkonstruktionen
werden verschmaélert. Dies fuhrt bei allen Leichtbaustoffen - aber insbesondere beim
nachwachsenden Rohstoff Holz - zu einer Reduktion des ohnehin geringen
Aussteifungspotentials, dem Ublicherweise mit Windverbanden, eingespannten Stielen oder
biegesteifen Rahmenecken erfolgreich begegnet werden kann.

Die Glasbauteile selbst werden trotz ihrer vergleichsweise hohen Druck-, Schub- und
Drillsteifigkeit aufgrund fehlender normativer Grundlagen erst seit kurzem und nur in
Ausnahmeféllen durch Einkleben in die Rahmenkonstruktion baupraktisch zum
Horizontallastabtrag herangezogen ([1]).

Die Technische Universitdt Wien — Abteilung Tragwerksplanung und Ingenieurholzbau —
entwickelte in den vergangenen drei Jahren unter der Leitung von Prof. Winter und in enger
Kooperation mit der Holzforschung Austria neben geklebten Holz-Glas-Verbundplatten und -
trdgern auch eine Konstruktionsweise sowie einen zugehdrigen, normreifen Berechnungs-
und Bemessungsvorschlag fir verklebte Holz-Glas-Verbundscheiben, um Gebaude und
Zubauten wie Wintergarten kinftig mittels Glas aussteifen zu kénnen. Dabei wird die von
Structural Sealant Glazings bekannte umlaufende Schubverklebung, welche bereits in [1], [2]
oder auch [3] angewendet wurde, um die aus dem Fensterbau bekannten Klotzungen
erweitert. Eine Uberlagerung statisch wirksamer Schubfelder und glaserner Druckdiagonalen
(Bild 1) ermdglicht damit den effizienten Lastabtrag angreifender Horizontalkréfte.
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Bild 1. Herstellung ([4]) und Uberlagerte Tragmecha  nismen: Schubfeld und Druckdiagonale
Fig. 1. Assembling ([4]) and superimposed mechanisms: shear area and compression diagonal

Der Grad der Vorfertigung nimmt im Bauwesen eine immer bedeutendere Rolle ein, ergeben
sich doch aus der Bauzeit entscheidende Einflusse auf die Baukosten. Mit der Trennung von
Aussteifungseinheit, bestehend aus im Werk verklebten Glasscheiben mit den
Koppelrahmen aus Birkenfurniersperrholz oder Glasfaserverstarkten Kunststoffen, und
Tragkonstruktion (vgl. [4]) kann dem klassischen Elementbau nachgekommen werden. Die
Aussteifungseinheit - die Verbundscheibe aus Holz und Glas - wird im Werk staubfrei
gefertigt und kann spéter auf der Baustelle analog zu OSB-Beplankungen auf eine beliebige
Unterkonstruktion aufgeschraubt werden (vgl. Bild 1).

Dieser entwickelten Konstruktionsweise liegt ein unkompliziertes Anschlussdetail (Bild 2)
zugrunde, dessen einfache Ausfuhrung auf @hnlichen Warmeausdehnungskoeffizienten von
Holz und Glas ful3t. Beide Ausgangsstoffe bieten einander damit dieselben fundamentalen
Voraussetzungen fur einen gemeinsamen Verbund ohne tiefgreifender kompositinharenter
Zwange, wie Beton und Stahl, deren Warmeausdehnungskoeffizienten sich ebenfalls ahneln.
Doch nicht nur das vergleichbare Verhalten unter thermischen Einwirkung scheint vorteilhaft
fur einen Holz-Glas-Hybridbaustoff zu sein, sondern auch die Tatsache, dass beide
Flgepartner en gros die jeweiligen Schwéachen des anderen zu kompensieren vermogen:
Holz als Bewehrung und umlaufender Kantenschutz fir den spréden Baustoff Glas und Glas
als Aussteifungselement fir Holz.

Sowohl Konstruktionsweise als auch das hierfir abgeleitete Berechnungs- und
Bemessungskonzept fir Holz-Glas-Verbundscheiben ([5]) wurden im Frihjahr 2011 von der
TU Wien zum Patent angemeldet [6].
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Bild 2. Anschlussdetail fir geklebte und geklotzte Holz-Glas-Verbundscheiben
Fig. 2. Joint detail for glued and embedded timber-glass composite panes

Im abgeschlossenen Forschungsprojekt ([5]) zeigte sich bereits im Rahmen der
durchgefuhrten Grol3probenversuche das hohe Aussteifungspotential der Verbundscheiben.
Fur eine Scheibengeometrie von 125 cm Breite und 250 cm Ho6he konnten mittlere,
horizontal am Kopfriegel angreifende Bruchlasten von bis zu 74,73 kN verzeichnet werden.
Einer der dabei dokumentierten Versagensmechanismen, das Beulen der angeordneten
Floatglasscheiben, ist in Bild 3 dargestellt.

Bild 3. Momentaufnahme: Beulversagen einer geklebte  n und geklotzten Glasscheibe ([5])
Fig. 3. Snap-shot: buckling collapse of a glued and embedded glass pane ([5])



Der diesem Versagensmechanismus zugehérige Stabilititsnachweis der Glasscheibe,
welcher einen der wesentlichen Nachweise in [5] reprasentiert, bedingt die Bestimmung des
Beulwerts k, der neben der Anzahl der Halbwellen in Langs- und Querrichtung, den
Randbedingungen und dem Seitenverhdltnis der Scheibe in hohem Mal3e von der Art der
Lasteinleitung abh&ngig ist.

In der Literatur finden sich sowohl Beulwerte fur Schubfelder (z.B. in [7]) als auch fur
diagonal druckbeanspruchte Scheiben ([8]). Fur superponierte Beanspruchungen,
insbesondere durch unstetige Randbedingungen, werden aber kaum konkrete Beulwerte
berechnet. In [9] wird eine Methode zur LOsung durch Fourieransatze diskutiert, fur die aber
im hier vorliegenden Lastfall keine schnelle Konvergenz zu erwarten ist. Aktuelle Arbeiten zu
Losungen mittels Reihendarstellungen sind zum Beispiel [10] und [11]. Im Rahmen von [5]
wurde der Uberlagerte Beulwert mithilfe der sogenannten Dunkerley-Geraden approximativ
bestimmt. Bei Kenntnis der Beulwerte infolge reinem Schub- k. respektive Druckkrafteintrags
kc kann die lineare Interaktionsbeziehung der Dunkerley’schen Geraden in Abhangigkeit der
Teilsteifigkeiten der Tragmechanismen Schubfeld K, und Druckdiagonale K¢ (vgl. [5]) sowie
deren Verhaltnis zur Bestimmung des resultierenden Beulwerts k herangezogen werden (Bild
4).

Ke/ ( Kr + Kc)

N
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Ke/(Kt+Ke) =75%
l, k = 4,285
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25% =
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3,85 4,285 4,72 5,155 5,50

Kr= 5,59 (Beulwert fiir Schubbeanspruchung gem. [7])
Kc = 3,85 (Beulwert fiir Druckbeanspruchung gem. [8])

Bild 4. Anwendungsbeispiel: Dunkerley-Gerade - Best ~ immung resultierender Beulwerte ([5])
Fig. 4. Example of use: Dunkerley straight line - determination of resulting buckling coefficients ([5])

Fur Knickstabe und zusammengesetzte Knickstdbe wurde in [12] das Dunkerley-Theorem
formal angewendet, ohne dabei die mathematisch notwendigen Voraussetzungen,
insbesondere der vollstandigen Stetigkeit, nachzuweisen. In [13] wurde zwar die
Anwendbarkeit der Dunkerley’schen Geraden zur Beulwertermittlung geklebter und



geklotzter Glasscheiben studiert und bewertet, eine allgemeingultige Nachweisfihrung als
untere Schranke blieb jedoch (fur Flachentragwerke) bislang aus. Dies sei Hauptgegenstand
der vorliegenden Ausarbeitung.

2 Modell

Untersucht wird das Beulverhalten einer Glasscheibe Q:=[0,a]x[0,b] mit einer Lange von
a=2.5 Metern und einer Breite von b=1.25 Metern, in die an den Randern Kraft eingeleitet
wird. An den Kanten sei die Platte Navier'sch gelagert - also drtlich fix aber frei drehbar. Die
Platte stehe unter dem Einfluss einer Kraft, die sich aus zwei Komponenten zusammensetzt.
Einerseits wird die Scheibe via Randverklebung (mit Silikon oder Acrylat) durch ein
konstantes Schubfeld belastet. Andererseits wird Uber Klbétze (beispielsweise aus
Epoxidharz) Druckkraft in die Scheibe eingeleitet (vgl. Bild 5). Es verbleibt die Frage, in
wieweit sich die Beullast des Systems durch eine geeignete Wahl der Steifigkeit der Klotze
im Vergleich zur Klebefuge optimieren lasst. Das Problem zerfallt in zwei Unterprobleme.

2.1 Spannungen in der Ebene

Zunachst wird aus den Randbedingungen die Spannungsverteilung in der ebenen Platte

o, T
berechnet. Die Komponenten des Spannungstensors o =( g nyj genlgen, wenn keine
Xy y
Flachenlast auftritt, dem Gleichungssystem
dvo=0. (1)

Dabei stehen o, und o, fur die Normalspannungen und 7, flr die Scheerspannung.

Zusatzlich gilt im Rahmen der linearen isotropen Elastizidtstheorie das Hooke sche Gesetz

£ =é(ox —I/Uy)

1
e, =2lo,-va,) 2)
_1+v
£ =7 Ty

wobei E das Elastizititsmodul und Vv das Poisson-Verhdltnis von Glas angibt. Die
Verzerrungen ¢ geniigen der Kompatibilitatsbedingung

056, +056, =20 &, . (3)

Einsetzen von (2) und (3) in (1) liefert ein elliptisches System fur die Komponenten des
Spannungstensors.

Die Klotze befinden sich diagonal gegeniiber, an der unteren linken und an der oberen
rechten Ecke der Scheibe, und haben Langen von jeweils 20 cm. Die genaue Lage kann Bild
5 entnommen werden.
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Bild 5. Darstellung der untersuchten Scheibengeomet rie in [em] ([13])
Fig. 5. lllustration of the tested pane geometry in [cm] ([13])

Als nachstes werden die Randbedingungen fir o, Oy Ty die sich durch die Krafteinleitung

Uber Kl6tze und durch Schub ergeben, betrachtet. Am Rand gilt allgemein

oln=t, (4)

wobei t der Lastvektor ist, und n fir den aul3eren Normalvektor steht. An allen Kanten gilt
infolge des Schubfeldes 7,, =-S. An den vertikalen Kanten ist g, vorgegeben und an den

horizontalen o,. Es gilt o, =—-N,, an den Kanten 5, 11 und o, =0 an den anderen

vertikalen Kanten, g, = —Nyy an den Kanten 2, 8 und g, = 0 an den Kanten 1, 3, 7 und 9.

Das Kraftegleichgewicht ist durch die Randbedingungen sichergestellt. Um
Drehmomentfreiheit zu erreichen, muss bei obiger Geometrie die Beziehung

J Ao, (x0)- o, (xb)] o=  vlo 0.9)-a (2] oy

0 0

erfillt sein. Daraus ergibt sich die lineare Beziehung

_ 0.575° -0.375°

= 0.4318, 5
1.22 -1° ®)

N,, =yN, mit

yy

welche in weiterer Folge vorausgesetzt wird.



Da die Gleichungen zur Berechnung des Spannungstensors linear sind, kann das Problem
fur die Belastung durch das Schubfeld und durch die Klétze getrennt betrachten werden.
Man erhalt

o=N,o0, +So,, (6)

wobei o, das System (1)—(3) zu den Randbedingungen (NXX,S) = (1,0) l6st, und

1
O] die Losung zu den Randbedingungen (NXX,S) = (O,l) ist.

(O
o =const =

2.2 Beulgleichung

Fur bekannten Spannungstensor o ergibt sich die Auslenkung u(x,y) der Platte, bei kleinen
Auslenkungen, als Losung der Differentialgleichung

A2U —%(a'xaiu +2r,0,0 u+ ayaiu) =0 auf Q. (7)

Eh®
Dabei steht D :~(—) fur die Plattensteifigkeit. Die Plattendicke tritt in der Gleichung
12{1-v?

nicht auf, da die wirkenden Driicke schon auf die Dicke normiert, also als Kraft pro Lange,
gegeben angenommen werden.

Zur Loésung der Gleichung ist die schwache Formulierung besser geeignet. Die zugehérigen
Randbedingungen fur Navier'sche Lagerung sind u = 0 und Au = 0 auf 6Q, dem Rand von Q.
Unter Ausnutzung der Randbedingungen lasst sich die Gleichung fir die Auslenkung (7)
schreiben als

iAuAv d(x, y)+%J'(Du)T olOvd(xy)=0, DOvOH?(Q)n HL(Q).

Q

In Abschnitt 3 wird gezeigt, dass die Eintrdge von o in LZ(Q) sind. Da Uu und [V im

Sobolev Raum H*(Q) liegen, und H*(Q) in L*(Q) einbettet (vgl. [14]), ist das zweite
Integral in obiger Gleichung wohldefiniert.

Zur Ausbildung einer Beule kommt es, wenn die Spannungen o,, 7,,, 0, so grof3 werden,

xy1
dass das Eigenwertproblem

—z[AuAvd(x,y)—%i(Du)ToDvd(x,y):Aiuvd(x,y), OvOH2(Q)n Hi(Q) (8)

eine nichttriviale Eigenfunktion zum Eigenwert 0 zuldsst. Das Vorzeichen wurde dabei so
gewahlt, dass ein positiver Eigenwert einer sich ausbildenden Beule entspricht. Dazu ist zu
bemerken, dass die Bilinearform

(H*(Q) n Ho(@)x(H*(Q) n He(Q) - R

uv) - —IAuAvd(x,y)— j(Du)TaDvd(x,y)

1
D



symmetrisch ist und von oben beschrankt auf der Einheitskugel in H 2(Q) N Hé(Q). Damit

sind alle Eigenwerte reell und es gibt einen grof3ten Eigenwert. Andererseits ist die Matrix o
typischerweise nicht positiv definit, und damit ist das Vorzeichen der Eigenwerte nicht
vorgegeben. Ist die Belastung gro3 genug, um den grof3ten Eigenwert positiv werden zu
lassen, so kommt es zur Ausbildung einer Beule in der Form der zugehérigen Eigenfunktion.

3 Numerik

Nachfolgend wird das Gleichungssystem (1)—(3), (8) numerisch mit Hilfe der Finite—Elemente
Software COMSOL untersucht. Zur Loésung von (1)-(3) wird der “plain stress”
Applikationsmodus von COMSOL benutzt. Dabei wird das Problem in den
Verschiebungsvariablen gel6st, und zwar indem die schwache Formulierung diskretisiert,
und die potentielle Energie minimiert wird. Es werden quadratische Lagrange Elemente und
ein Gitter verwendet, das dem Problem entsprechend skaliert (doppelte Ausdehnung der
Gitterzellen in x—Richtung als in y—Richtung) und der Geometrie entsprechend verfeinert ist.
Die Ergebnisse fur die Komponenten des Spannungstensors werden auf einem uniformen
Hilfsgitter gespeichert. Diese Werte werden dann linear interpoliert und dienen als Parameter
in (8). Der Einfluss des Hilfsgitters wurde durch Verfeinerung untersucht. Zur Lésung von
Gleichung (8) wird der in COMSOL implementierte Algorithmus zum Ldsen von
Eigenwertproblemen zu partiellen Differentialoperatoren in der schwachen Form verwendet.
Dies ist ein Standard Finite—Elemente Algorithmus. Als Element wird Argyris—Quintic benutzt,

da dies zu Testfunktionen fuhrt, die global in H? n H} liegen.

Belastung durch Schubspannung

Fur eine Belastung durch eine reine Schubspannung kénnen zumindest analytische
Né&herungslosungen gefunden werden, indem in der Energieformulierung ein Riesz—Ansatz
zum Einsatz kommt. Dabei wird die Losung als Fourierpolynom angesetzt, und dann die
beste Approximation der Losung im Raum dieser Fourierpolynome gesucht. Das entspricht
einer Finite—Elemente Methode (auf ganz Q) mit Fourierpolynomen als Basisfunktionen.
Timoshenko und Gere geben in [15, pp382] mit dieser Methode einen naherungsweisen
Beulwert von 6.6 fir die untersuchte Plattengeometrie an. Dabei wird der Beulwert definiert
als

k=S b*/ D,

wobei S wieder auf die Lange des Randes bezogen ist. Andererseits ist in TGL 0-4114

(siehe [16]) ein Beulwert von 5.34+4/2? = 6.34 angegeben. Im vorliegenden Fall erhélt
man als numerische LOsung einen Beulwert von ungefahr 6.546 und die in Bild 6
dargestellten Eigenwerte und Eigenfunktionen:
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Bild 6. Schubbeule bei A, =0 und Beulen des nachsten Eigenwerts A, =-1.38

Fig. 6. Shear buckle at A = 0 and buckles of the next eigenvalue A; = -1.38

Die gute Ubereinstimmung des numerischen Resultates mit bekannten Naherungen ist zwar
augenscheinlich, andererseits lasst sich erkennen, dass fur die untersuchte Plattengeometrie
die zwei gré3ten Eigenwerte sehr nahe beisammen liegen. Fir reine Schubbelastung wird
nur die Beulgleichung numerisch geldst, da die Komponenten des Spannungstensors explizit
bekannt sind.

Beulen durch Belastung der Klotze

Nun wird das Beulverhalten fur Belastung infolge Klotzung untersucht. Dazu werden die
Spannungskomponenten auf einem 500500 Gitter gespeichert - der Einfluss des Gitters
wurde durch Variation der Anzahl der Gitterpunkte untersucht und kann als nichtig
bezeichnet werden. Der numerische Aufwand fiir das Zwischenspeichern, auch auf sehr
feinen Gittern, halt sich in Grenzen, da die Spannungskomponenten nur einmal berechnet
und mit Konstanten skaliert werden. Diese Funktionen werden linear interpoliert und dienen
als Parameter fur Gleichung (8). Fur den Beulwert wird die Kraftkomponente in x—Richtung
mit jener fur die bekannte gleichmaRige Belastung in x-Richtung, fir welche sich ein exakter,
kritischer Beulwert von 4 ergibt, verglichen. Wird der Beulwert

— crit 02 bz
Klotz — "Vxx TnzD ’

betrachtet, so ergibt sich mit unserer numerischen Methode ein kritischer Beulwert von etwa
K., =3.61697.

k

Klotz



Bild 7. Druckbeulen bei A, =0 und Beule des nachsten Eigenwerts A, = -14.69

Fig. 7. Compression buckles at Aq = 0 and buckle of the next eigenvalue A; = -14.69

3.1 Resultate

Nachfolgend wird nun jeweils die kritische Beullast bei einer Kombination aus
Schubbelastung S und Belastung Uber die Klotze, wobei N, = yN,, gilt, berechnet. Dazu
wird die Schubbelastung von 0 bis zur kritischen Beullast bei reiner Schubbeaufschlagung

variiert, und jeweils die zugehdrige kritische Last auf die Klotze ermittelt. Bild 8 zeigt die
Ergebnisse.
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Bild 8. Interaktionsdiagramm fir superponierte Schu b- und Druckbeulen: Dunkerley-Gerade
und nichtlineares, numerisches Ergebnis. Ordinate: Verhéltnis von Schub S zu kritischem
Schub §°7%; Abszisse: Verhéltnis von Druckkraft N ,, zu kritischer Druckkraft ~ NEr®

Fig. 8. Interaction diagram for superimposed shear and compression buckles: Dunkerley straight line
and nonlinear, numerical result. Ordinate: ratio of shear S and critical shear 5. Abscissa: ratio of

compressive force N, and critical compressive force M.



In Bild 9 sind einige der Beulbilder zu finden. Bis zu einer Schubbeaufschlagung von etwa

0.958°" gleichen sie fast der Beule bei Belastung infolge Klotzung. Erst dann dominiert die
Schubbeule. Dies erscheint durchaus plausibel, da die ersten zwei Eigenformen der
Schubbeule energetisch sehr nahe beisammen liegen und sich die zweite Eigenform der
Schubbeule fiir eine Uberlagerung mit der Druckbeule besser eignet.

S=0 5=02x5"% 5=0.4%5°T8
S=06=5T% 5=08x5% 5 = gerit

Bild 9. Variation der Schubspannung und Steigerung der Druckkraft bis zum Beulen
Fig. 9. Variation of shear and increasing of compressive forces until buckling

4 Die Dunkerley-Gerade als untere Schranke

Mit Hilfe des verallgemeinerten Dunkerley—Theorems (siehe Th. 2-2 in [12], Th. 3.1 in [17])
wird in diesem Abschnitt gezeigt, dass die Dunkerley—Gerade eine untere Schranke fir die
kritische Beullast (S als Funktion von N, , vgl. Bild 8) ist. Um die Anwendbarkeit dieses

XX !

Satzes zu garantieren, werden zunéachst einige mathematische Hilfsresultate bendétigt.

Lemma 1 Die Losung von (1)-(4) erfillt o0 L?(Q).

Beweis: Die unstetigen Randdaten von o,, g, liegen nicht in H“z(OQ) und kénnen daher

nicht auf Hl(Q) fortgesetzt werden. Fir das elliptische System (1)-(4) kann daher keine
Standardtheorie verwendet werden.



Daher wird nun das zu (1)-(4) aquivalente Problem fur die Airy’sche Spannungsfunktion

: 0jF  -0,0,F N I .
F(x,y) betrachtet, wobei Y ) ¥ |=o gilt. Diese erfillt die biharmonische
-0,0,F 0;F
Gleichung
) . ) oF
AF=0 in Q; F=f,a——g auf 0Q. 9)
n

Um die Randdaten f, g eindeutig aus (4) zu bestimmen, wird die Normierung
F(0,0): FX(O,O):Fy(O,O)ZO gewahlt. f und g erhalt man dann durch Integration der

Randdaten o,, o, 1, entlang von JQ. Das geforderte Krafte- und

Drehmomentgleichgewicht impliziert C'-Kompatibilitit der Randdaten F und OF bei
Integration Uber die geschlossene Kurve 6Q.

Unter der (hier zutreffenden) Annahme 0,,0,,T,0L° (6Q) folgt

f OW2*(0Q) O H¥?(3Q) und gOW™(0Q) O HY?(0Q). Daher existiert eine H?(Q)-

Erweiterung F, mit Fj|,o=f, ? =g (siehe 8IV.4.3 in [14], 82.7 in [18]). Die Ubliche
n 0Q

schwache Formulierung von (9) liefert F=F- F, O Hg(Q), und es folgt o0 L° (Q)

Fir die kritische Beullast S = S(NXX) gilt nun die untere Schranke:

Theorem 2 S/S™ 21-N, /NZ' fir 0< N, < NZ'.

Beweis: Da o laut (6) linear von N und S abhéngt, wird die Auslenkungsgleichung (7)
zunéachst als verallgemeinertes Eigenwertproblem geschrieben:

(A-A(B,+B,))u=0, (10)

wobei die L>—symmetrischen Operatoren A:=A* >0, B, = —%’ S9.0,,

B, = 1Da Ncnt(a 0% +2r,00, +0,0; ) alle auf A:{VDH4(Q)‘V|OQ:AV|6Q:0} definiert

sind. Hier bezeichnen o,, 0,1, die Komponenten von o, und aD(O,l) ist beliebig. Ziel

sei es nun, den kleinsten positiven Eigenwert A abzuschéatzen.

Schritt 1: Mit Hilfe einer Poincaré Ungleichung gilt

(Byu,u) s°“‘ <C(Auu) OuOA, (11)

[@,0,u)ud(xy)

und analog fur B,.



Schritt 2: Es wird gezeigt, dass die quadratischen Funktionale <Bju,u> (=1,2) bez. (Au,u)
vollstandig stetig sind. Laut der Definition in 83.3, [19] wird also eine endliche Menge von
linearen Funktionalen |,,1<i <k auf L?(Q) gesucht, sodass fiir u mit | (u)=0, (1<i<k)

die Konstante C in (11) beliebig klein gewahlt werden kann.

u0L?(Q) hat die Fourierdarstellung

2mmx  2mny

u(x,y)=> U@ (xy), mit ¢mn:$e a e b und mnOZ (12)

Gewahlt wird & zza—MbN , und es wird angenommen, dass u,, =0 gilt, falls |rT1 <M und
7l

In < N Dann gilt

1 2 27n 32r*m?n?
‘<6X6yu,u>‘ SE;@%N"‘“V < aiaz mz; azE‘Z n U] < £(%u,U),

und die vollstandige Stetigkeit von (B,u,u) bez. (Au,u) folgt. Hierbei wurden die endlich

vielen Funktionale |,,, (u):= (u,#,,,) mit [m|<M und |n|<N gewshlt.

Fur B, wird nur der Term 0,82 betrachtet, da die zwei weiteren Terme analog analysiert

werden konnen. Aus (12) folgt fur den Fall u,,, =0 (falls [m <M und |n| < N ) mit der Holder
Ungleichung:

1

2Bl e

= Emn ”Au”LZ(Q) ,

"z 1 (U #0))

@y S mzr;|umn| < H(m2 + n2)umn

wobei &, = O[ M ]; Nj flr grofe M bzw. N beliebig klein wird. Diese Abschatzung und die

Hoélder Ungleichung liefern

gMN

o L”(Q)S”JX”LZ(Q) ||Au||i2(§2) b

‘<0’X6§U, U>‘ = ”UX”LZ(Q) 12(a) ”u

und damit folgt das Ergebnis mit denselben Funktionalen wie zuvor.

Schritt 3: Nun sind die Voraussetzungen fur das verallgemeinerte Dunkerley—Theorem erflillt.
Da der Operator A strikt positiv ist, folgt aus (11), fur |/11| klein, auch A—A,B, >0. Aus der
Definition von S folgt natiirlich, dass hierbei der kleinste positive Eigenwert A, =1/ a ist.

Analog folgt aus der Definition von Nf;”, dass von A-A,B, =0 der kleinste positive

Eigenwert A, =1/(1—a') ist. Und das Dunkerley—Theorem liefert fur den kleinsten positiven
Eigenwert von (10): 1/A<a +(@1-a), also A =1.



Es wurde gezeigt, dass das Randkréfte-Paar ()I (1-a)NZt ,AaSC”t) nur fir A =21 zu einem

Null-Eigenwert in (7), und damit zur Ausbildung einer Beule fihren kann. A =1 besagt, dass
dieser Punkt der kritischen Beullastkurve S(Nxx) “oberhalb” der Dunkerley—Geraden,

{@-aNgt a s )\ a 0o} tiegt .

Korollar 3 Fur die Summe aus zwei beliebigen Kantenbelastungen einer ebenen Platte
liegt, unter der Voraussetzung der Kraft- und Drehmomentbalance, die kritische Last Uber
der Geraden, die die kritischen Lasten der einzelnen Belastungsfalle verbindet (vgl. Bild 8).
Dies qilt jedenfalls, wenn die Platte konvex, und der Rand der Platte glatt ist. Aul3erdem gilt
die Aussage fir Polyeder, wenn, wie in unserem Fall, die Belastungen in Umgebungen von
Ecken geeignete Kompatibilitatsbedingungen erfullen.

Beweis: Der Beweis von Theorem 2 gilt unabhangig von der genauen Form der Belastungen,
da nur die Struktur der entsprechenden Operatoren relevant ist. Entscheidend ist also, dass

o in L2(Q) liegt. In der Praxis ist es naheliegend, dass o, o, T, 0OL" (OQ) sind. Damit ist

der entscheidende Punkt die Existenz einer HZ(Q)—Erweiterung F, mit Fl,o=1T,

oF,

o
einer Seite von Q liegt. Falls die Platte (eine endliche Anzahl von) Ecken hat, mussen dort
bestimmte Kompatibilitatsbedingungen erfillt sein. Einfach sicherzustellen ist dies, indem

man wie hier verlangt, dass die Druckbelastungen in der Umgebung von Ecken identisch
verschwinden, und die Schubbelastung konstant ist.

= g . Dies ist sichergestellt, wenn der Rand der Platte 9Q glatt genug ist und lokal auf

5 Conclusio

Verbundkonstruktionen, welche die Vorzige unterschiedlicher Materialien vereinen, erfreuen
sich aufgrund der tendenziellen Entwicklung von ressourcenbasierten zu wissensbasierten
Bauweisen wachsendem Interesse. Dies gilt auch fir die bauphysikalisch auf3erst glinstigen
Holz-Glas-Verbundscheiben, die zudem den bisher vorwiegend fillenden Baustoff Glas
statisch wirksam einsetzbar machen.

Die im Rahmen von [5] publizierten Berechnungs- und Bemessungskonzepte basieren zum
Grofdteil auf bestehenden Normen. Der wesentlichste Glasnachweis - der
Stabilitatsnachweis der Scheibe — musste jedoch bisher unter Zuhilfenahme der Dunkerley-
Geraden gefuhrt werden, ohne den daraus resultierenden Fehler abschétzen zu kénnen oder
(mathematische) Gewissheit zu haben, dass mit der Dunkerley-Geraden ein Instrument zur
Verfigung steht, welches stets auf der sicheren Seite zu liegen kommt.

Im vorliegenden Aufsatz wurden diese offenen Fragestellungen aufgegriffen und durch
mathematische und ingenieurmafige, wissenschaftliche Ansétze behandelt. Es kann wie
folgt restimiert werden:

Da im untersuchten Fall die numerisch ermittelte kritische Beullast nicht viel grdosser ist als
die Beullast, die sich aus der Dunkerley-Geraden ableitet, wird vorgeschlagen als
Bemessungsgrundlage die Dunkerley sche Gerade zu verwenden, da diese ferner stets auf
der sicheren Seite zu liegen kommt. Sind also die kritischen Beullasten respektive Beulwerte



fur die einzelnen Belastungsfalle bekannt, so kann man unmittelbar eine untere Schranke fur
die Beullast bei kombinierter Belastung angeben, wéahrend numerische Berechnungen eine
genaue Fehlerabschatzung noétig machen. Dieser Aufwand erscheint, zumindest fir die
untersuchte Rechteckplatte mit einem Seitenverhéltnis von 2:1, nur fur duerst gewichts-
oder materialeinsatzoptimierte Anwendungen gerechtfertigt.
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